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SULLE CONGRUENZE GENERATE 
DA 
UNA COPPIA DI PIAN[ IN CORRISPONDENZA DOPPIA 
Nota II ~ (*) del dott. I. G o n t I, a Palermo. 
A&tnan~a del 4 dtaembre I887. 
Nella Nota precedente abbiamo dirrtostrato le proposizioni pifi im- 
portanti sulle congruenze [CJ generate da una coppia di piani in cor- 
rispondenza doppia e le abbiamo applicate al caso particolare della cor- 
rispondenza doppia qdadratica. 
Nella presente Nora studieremo due particolari [C],  per le quali 
le trasformaziom doppie che le individuano e le involuzioni a queste 
congiunte si ottengono da se,nplici costruzioni geometriche. 
I. 
I. Siano: in un piano Pun  hscio di raggi o riferito projetfiva- 
mente ad un fascio di coniche F ( ' )~  o' x o~ o;o' 4 situato in un secondo 
piano P', e ~ una retta arbitraria posta fuori dei piani medesimi. 
(*) La presente Nota, come la precedente (questi Rendiconti . I, p. :230-240), 
estratta dalla tesi di Laurea presentata alla Facolt,~ Matematlca di Pisa addt 2 a- 
pnle i887. 
Rend. C~rr Matem, t. II, parte i~.--Stampato il 25 maggio i888. I3 
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Le rette che si appoggiano a due elementi corrispondenti delle 
due forme ed alla ~ costituiscono un sistema ~- .  
Per un punto qualunque x di P passano due rette del sistema, 
per un punto yr di pr una sola. 
Assumendo come corrispondenti nei due prom due punti x, yr si- 
tuati sopra una retta del sistema, possmmo stabdire che ~l s~stema ~n 
questwne costruzsce fra i piani P e pr una trasforma(wne dopp~a d~ cui 
il primo ~ il piano doppio tl secondo il semplice. 
! Chiamiamo o~ il punto in cui , iriterseca P ,  o5 quello in cui 
sega P~, o~, o' 7 le intersezioni del piano pro]ettante da o la , colla 
conica di F (~) cordspondente al raggio (oo,)~. ~ facde vedere che 
t P P ! P t o t alle rette di P corrispondono le ,I, ~ di una rete q'3 ~ o~ o~ o3o 4 o 5 o, o 7 
di cubiche ellittiche. 
La trasformazione doppia ((ppt))~ (,) ~ la particolare (**) del terzo 
ordme e genere uno cbe si ottiene colIocando se~ dei puntt fondamentaIi sopra 
una conica ed allineando due d~ essi col setthno. 
2. La coppia variabile di punti congiunti con, une a due ~r arbi- 
trarie (giusta la disposizione dei punti base delia rete) deve trovarsi 
su di una retta di o~. 
Ci6 pu6 facilmente dedursi da faclli considerazioni suIla costru- 
zione geometrica suesposta. 
La Irasforma(ione congmnta ((P')) 13 quind~ di classe z~ero (**~) perczb 
del ttpo d'. quelle di .[onqui~res ("***). 
I~ manifesta l  costruzione geometrica delia ((p/)); il conjugato dl 
t ~' P t t un punto qualunque y' 6 quello in cui la comca (o,o, o3o4Y,). - sega  
uheriormente la (o;y])c. 
(*) Seguendo le notamom de[ sig J u n g @ Le tr~sformaz~oniplane nudt~ple >~ 
Rend. Ace. Lince~ 2I nov i886) denoteremo con ((ppI))~_ la trasformamone dopplt 
indivlduata da P e pr e con ( (PO) l'mvoluzlone ad ess~ congmnta. 
(**) Partzcolare net senso defimto dal D e P a o 11 s c~ Le trayformaKzon~ prone 
doppie ~ Mem. Ace. L,nce~, 13 , ~ I, n ~ 19 . 
(***) Per la denornmamone dl classe ct'r. C a p o r a 11 cc Sulle trasformaz~om 
p~ane umvodse znvolutorze , Rend. Ace Napoh, i879 , fast. 9 -  no a. 
(****) B e r t 1 n 1. cc Sopra una dasse dt trasformaziom volutot ze n A~nah d~ 
Ivlatemattca, sene 2 a, t. 7, pag. i i ,  n ~ 9. 
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Da c16 &scende, che o;o'o~o~ sono fondamentali semplici per la 
l 
involuzione, ad essi sono conjugate le rette che it projettano da %, 
le coniche di F (=) sono curve unite, perci6, se indichiamo con N 
l'ordine di quest'involuzione, N - -3 .  
. . . . . . . .  Ep- La rete omaloidica relativa alia ((P')) 6 la ~r 3 = o~ o, 0=%04. 
perci6 : 
La curva p,,ntegg,ata ,~nita di ((P')), doppia per la ((PP')):, (l,bogo 
dei punti m cui l~na conica di F O) tocca una relta di o's) 'e del 3 ~ or- 
t P v 9 dine ellittica, passa sempl~cemenle per o~ o= o 3 04 o s e tocca nei primi quat- 
tro pz~nti le profalanti i medeshm, dal quinIo. (*) 
1~ utile osservare the:  
! v p I punti o~, o'~, o3, o, ,  o s sonofondamentah semplici di i ~ specie 
v 9 per la ((ppr)): ed o6, o v di seconda. 
Non vi sono in pl punti doppi. 
3" In P abbmmo un sistema oo ~ di *3 ~ o~ o razionah e del 3 ~ 
ordine. 
La curva limite ~ una curva f~4 ~ ~176 dd quart' ordine e genere 
uno, a cui sono tritangenti le '~3" 
Dalla costruzione geometrica suesposta resulta poi evidente the:  
p v Ad o~, o'~, 03 , 04 corrispondono in P rate tangent~ al lan 4 fuor~ 
P v del punto o~ per cui passano; ad entramb~ i punt~ 06, 07, la (oo~)~. 
Pei punti fondamentali di P abbiamo : ado corrisponde la (o]o'6o;) ~ 
P 9 r 9 ad o, la conica (o'~o~o~o4oso7) ~, entrambe curve congiunte a loro 
stesse; quindi o ed o, sono fondamentali di 3 ~ specie. 
Osserviamo infine che i punti u',, u~, u'~ suUa G-  ppr in cui 
una conica di F (=) sega li raggio corrispondente dt o sono i soli punti 
uniti della ((PP'))=. 
4' 1~ unle vedere come, partendo &lie proprietor della trasforma- 
zione ((pp,))=, si possa risalire alla costruzione geometrica da noi e- 
sposta in principio. 
Basta a ci6 osservare che alle rette di P passanti pel punto fon- 
damentale doppio o~ corrispondono in P' rispettivamente ( sdusa la 
(*) Ber t in i ,  1. r 
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P conica fondamentale) rette del fascio o~ the viene ad essere cosl rife- 
r;.to projettivamente al primo; analogamente (prescindendo dalla retta 
fondamentale) alle rette del fascio o corrispondono rispettivamente co- 
l niche del fascio F (0 -  o~o'~ o'~ 0 4 riferito projettivamente al primo. 
Perci6 le due rette (xy;),, (xy;), che uniscono un punto arbitra- 
rio x di P col corrispondenti y~, y; in P' gmcciono nel piano che pro- 
jetta da o la retta ~ ~- o{o, e costituiscono la coppia di rette che inter- 
secano la a e si appoggiano ai due elementi corrispondenfi (ox),,  
(o; o; o; o4Y',y;) ~ &lle due forme projettive o ed F (=) . 
5 I1 sistema di rette da noi definito & la congruenza [C] gene- 
rat  ((Pp,))=. 
Le proprietor di questa congruenza potrebbero dedursi conside'ran- 
dola come intersezione del complesso di 3 ~ grado formato &lie rette 
appoggiantesi agli elementi corrispondenti dei fasci projettivi o ed F (') 
col complesso lineare singolare costituito ddle rette appoggiantesi aUa 
~r; noi perb le dedurremo applicando a questo caso i teoremi generali 
sune [C]. (*) 
P La presenza dei punti uniti u',, d ,  u 3 d't luogo perb alle modificazioni 
riassunte nel ~ 17 del menzionato lavoro. 
Dedudamo perci6 : 
La [ C] ~ di 3 ~ ordine e 3 ~ classe. 
La G ~ ppr non appart~ene alia congruenza. 
In P la *o passa semplicemente p i punti u'x , u'= , u'3 ; la prmla curva 
della congruenza si riduce al fascio di raggi r, che ha centro uz o. 
P t t 9 In pt la *G passa del pari semphcemente p r u~ , u=, u3 , la 2" curva 
della congruenza b costttuita dai raggi di o~ contati due volte. 
Dicendo cono della congruenza un cono generato da rette della 
medesima, possiamo concludere che sono coni delia [C] :  
t t 9 t II cono quadrico pro]ettante da o la (o{o;o3o4o6o7).. 
P # I tre fasd di raggi pro]ettanti da o,  o , ,  o 7 rispettmamente l  
P 9 t 9 (o~ 07)~ , (o 0~)~ ; (o 0~)~ situati nel piano II ~- o o, o s o 6 o 7 . 
t 9 I fasci di raggi projettanti dai puntifondamentali o~, o'=, o~, o 4 , 
o' s le rette corrispondenti. 
(*) Cfr. Nota precedente : quesu Rendwonti t. I, pag. 230. 
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I tre fasci di raggi pro/ettanti da u~, u'=, u~ ~ punti della ~. 
Da semplici considerazioni geometriche risulta poi: 
La ~ 'e singolare per la [ C], ogni punto di questa retta ~ verttce di 
un cono cubico ellitt~co della congruenza. 
I piani di ~ sono singolari per la [C], su ciascuno di essi le rette di 
questa inviluppano curde della 3 ~ classe e del 4 ~ ordme di cui le tracce 
sui piani P, P' sono rispettivamenle tangenti semplice  doppia. 
Oltre i punti suindicati la [C] non ha altri punli singolari. 
Oltre i piani di ~ , i piani generatori e i piani dei fasci di raggi 
della congruenza , la [ C] non ha altri piani singolari. 
6. Denotando con F la superficie focale delia congruenza in que- 
stione possiamo enunciare : 
La F ~ del ,o ~ ordine e della io ~ classe. 
17 piano P la tocca hmgo la e~o (del 3 ~ ordine e 4 a classe) e la sega 
ulteriormeute secondo la ~']4 (del 4 ~ ordine). 
Il piano pi la tocca ltmgo la O'G (del 3 ~ ordine e 6 a classe) e la 
' .O  
sega ulteriormente secondo un luogo del 4 ~ ordme spezzanles~ helle qt~at- 
tro rette che da os prolettano i punti comuni alla G ealla 0"4" 
1 punti u~, u;, u' 3 sono doppi conici per la F. 
I raggi di [C] sono bitangenti di F. 
Considerando l'intersezione della F con uno dei piani di % spez- 
zantesi nel luogo del 4 ~ ordine in esso contenuto (inviluppato da rette 
di [C]) e nella ~, possiamo stabilire che la  a ~ sestupla per la F. 
II. 
7. Siano : in un piano Pun  fasclo di raggi o, in un secondo 
piano pt un fascio di coniche F (2) ed S,, una superficie rigata razio- 
nale d'ordine n le cui generatrici siano riferite projettivamente agli ele- 
menti dei due fasci. 
Le rette che si appoggiano alie terne di elementi corrispondenti 
nelle tre forme costituiscono un sistema oo =. 
Analogamente a cib che dianzi abhamo detto possiamo enunciare : 
I1 sistema in questione costruisce fra i piani P e P' una corrispon- 
denza doppia di cai P ~ il piano doppio e pr il semplice. 
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Noi studieremo il caso particolare in cui la S,, ~ un fascio di raggi 
o~ in un piano p(0 &stinto da P e F .  
1~ utile per6 11 notare che allora il sistema di rette stabdisce fra 
P' e po) una corrispondenza doppia ((pO)p,)), idenuca lla ((PP'))=. 
Prememamo le seguenti indicazioni: 
Siano: G, G', G{ le mutue intersezioni dei tre plani suddetti 
cio~ : G ~ ppo),  G' _~ PP', O~ ~ PC') P' ," o 5' , 06" ed 07' , 08' le coppie 
di punn m cm i due piani contenenti raggi corrispondenu di o ed o 0) 
tagliano rispettivamente le comche corrispondenti d F (=), o~, O',o , o',~ 
i punti di G{ in cui una comca di F O) sega il raggio corrispondente 
! di o0); u{, u',  u~ i punti eli G' in cui un raggio di o incontra la 
conica corrispondente di F(=): 
Cercando il luogo di pt corrispondente ad una retta arbitraria di 
P, si trova agevolmente una curva del 5 ~ ordine e genere due: 
t2  /= I I  t2  v v 9 r ,, ! v 
r O I O a 0 3 04 O$0607080901oOti. 
La rete delle curve iperellittiche dl P' & quindi completamente in-
dividuata dal passaggio per i punti base. 
1~ importante ~otare la glacitura des punti suddetti; dalle indica- 
zioni resultano le seguenti dlsposlzioni : 
i # 9 9 t 9 9 i p t p p p (o; o: o 3 o 4 (o; o2 o 3 o, o )2, O,o o , , ) , .  
Osservando il luogo corrispondente m p, ai centro o si trova 
esaere una cublca elhttica passante per gli undicl puntl medesimi. 
Epper6 : 
La ((PP'))= 'e mz,z part~colare trasformaZ~one d~ 5 ~ ordme e gene- 
re dire. 
Notiamo pot che: 
I pz~ntt z~{, l~'2, u] sozzo , soh ptmta 'L~zzlt della medesama. 
8. La costrumone geometrica esposta in pnnc~pio ci fa sublto avere 
la costruzione dell'mvoluzione ((P')). 
I1 fasclo o 03 mterseca la G' secondo una punteggiata pmlettiva 
al fascio di coniche F (:3 
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v t v O t t ~ Per un punto qualunque y, di pr passa la con[ca (o~o 5 304y~) ~ 
cul corrisponde un punto g~ sulla G', li punto y'= conlugato ad y', 
l'uiteriore punto d'intersezlone dt (o~ o'o;  o;y',)= cona (g' y[),. 
Da c~6 ~ t~c~le desumere che o;,  O~o, o~ sono fondamentah doppi 
di P', ad essi sono conjugate rispettivamente le coniche (o { o; o; o; o;)~, 
(o; o;o; (o; o;o; o io;3.,; co t'osse va e G; e sa urva 
unita si desume che l'ordme di quest'involuzione ~ sette. 
v P 1~ manifesto poi che essa ~ di prima classe, ed i punt[ o~, o'=, o3, o 4 
sono suoi punti fondamentaii tripli. 
La ( (F) )  6 la trasformazione involutoria d~ 7 ~ ordme e i a classe con 
quattro punt[ tripIi e tre dopp~. 
Essa fu studiata da[ sig. Ber t [n [  (*) e si ottiene dalia generale 
di prima classe e ottavo ordine con sette punt[ tripli, allineando tre 
di quest[ punt[ che dlventano doI~pi per la nuova involuzione. 
Quest'invo[uzione si costruisce col metodo generale det G e i s e r (**) 
medmnte la rete di cubiche umte 
K; ~. o: o: o; o~ o; O:o o:~ 
relative ai vari punti del piano pr (isologiche di questi punti) e pi~ sem- 
plicemente col metodo del sig. B e r t i n i [mediante un fasdo arbitra- 
rio dl K'~ ed 11 fascio di coniche unite F ('? ]. 
Dalte propriet~ di quest'mvoluzione si pub facilmente dedurre la 
t costruzione geomemca da no[ esposta [medtante it fascio F (:) ~ o] o~ o' 3 o, 
e la punteggiata proiettiva (o;O'~oO]~)~ ]. 
Basra a ci6 osservare che dali'essere o], o'., o'3, ~ punt[ fonda- 
mental[ triplt di quest'mvoluzione (dr 7 ~ ordine e I ~ classe) e o;, O~o, o~ 
' " O' O' , t , doppb consegue the Ie con[the dt F ~'->= o~o~ ~ 4 e G'~ ~ %O,oO~, 
sono curve umte. 
Considerando 1' involuzlone sopra una di queste coniche, 1l suo 
punto centrale (**') deve essere situato sulla G'~, che viene cosl ad es- 
sere rifertta pro]etttvamente al fasclo F (~ . 
I1 conjugato y~ di un punto arbitrano y', + l'ulteriore intersezione 
(*) Cfr. Be  r t i n 1 c( Sopra alcune ~nvoluzLoni prone, Rend. Ist~t Lombardo, 
Sene II, Vol. XVI, pag. 199 , n ~ 30 
(**) G e i s e r cc Ueber zd, ve~ geometr~scbe Probleme , .Journal yon Crelle, 
Bd. 67, s. 68. 
Cfr. pure M lhnowskt ,  Crelle, Bd. 77, s. 263. 
('**) R e y e G~omdtr,e de poszt~on, traductlon par  O. Chemm,  IIe part ie pag. 156. 
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della conica 0,'o~o'o;o~), colla congiungente y~ al punto di G', cor- 
rispondente a questa curva. 
La curva punteggiata unita della ((P~)) 6, com'~ noto (*), una 
n~' .~- ~176176176176 9 3 9 9 . . . . . .  O,oOH ed ha l'inviluppo delle direzioni principali di 
classe c - -  4. 
Da una formula cor, osciuta (**) si desume il numero U "--o dei 
punti uniti isolati. 
Eppercib possiamo dire che: 
La ((ppr))~ ha la curva doppia d~ quint'ordine  genere due e non 
ha punti doppi nel piano semplice. 
9. Nel piano P abbiamo notata 1' esistenza de! punto fondamen- 
tale triplo o,  cui corrisponde in pr la cubica ellittica congiunta a se 
t ! t p 9 9 9 9 9 p stessa (o~ o: o3o4o~ o6o7o8 o 9 o,.oH)3. 
Chiamando , e o~ i punti delia G ~ pp(o in cui nn ragglo di o 
sega il corrispondente di o (~ , si pub subito osservare che ad o, e o~ cor- 
p v P 9 p ~ t to to to!  t Px  rispondono rispettivamente le coniche (o, o= o s 0 4 oso)~ t.o, = s 4~176 
entrambe congiunte a loro stesse. 
N~ oltre questi tre sonvi in P altri punti fondamentali. 
Da queste osservazioni discende : 
La curva limite della ((PF))~ ~ una n 6 ---o4o~o~ del 6 0 ordiue e 
genere due. 
Le ,1, del sistema c~'- (comspondente alle rette d ip t )  sono 
q's =- o3 o~ o~ di 5 ~ ordine razionali dotati di un punto doppio variabile 
e tangenti n cinque pum~ variabili la a 6 . 
Per le curve fondamentali di P abbiamo poi: 
A, pumi base d: F (=) corrispondono in P conicheper o, o,, o~ toc- 
canli la curva limite in &~e punti fuori dei medesimz. 
v 9 Ad entrambi i punli o~, o 6 corrisponde la (oo,)~ ; ad entrambz i punti 
9 9 ! v t o7, o s la (oo~),. Az panti o9, O,o , o,, 9 raggt d io  tangenli la f~, 
fi~ori di questo pzmto. 
IO. Per la trasformazione ((po)p,))~ identica alia ((PP'))= possiamo 
ricavare le propriefi pi~ importanti. 
(*) B e r t i n i : Sopra alcune mvoh~iom ptane, n ~ cltato.  
(**) Capora l i ,  1. c. n ~ 8. 
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La rete delie curve iperellimche ~ una rete di 
, ~' ~' ,r;_-_ 3; 
la ( (P))  ad essa relativa ~ costruita dal s F (~ o~o'o'3o: e dalla 
punteggiata (u;u'lO, projettivi. 
I punti o~, o~o, o~, sono puntl umti delia ((pO) p,))~. 
Le r e 'r coincidono nella curva H~ comune alle du~ reti 
ch'~ il luogo dei punti dl P' che hanno il medesimo conjugato nelle 
due involuzioni. 
Nei piano pc,) 1 punti fondamentali sono o (') , o,, o, cui corri- 
spondono rispettivamente le curve 
(O,O 2 03 04 05 06 07 08 ,U3) 3 
(O~O;O'3040'sO~32, (O~O;O;O~O;O832 9 
: :. II sistema oo" di raggi definito dalle tre s projettive o ,  
o ~ , F (o pub considerarsi evidentemente come la [C] generata o 
dalla ((PP'))~ o dalla ((P:')P'))~. 
Nel dedurre le propnet:t di essa dagli enunciati generali dobbiamo 
per6 tener conto della presenza di tre punu uniti u~, u'~, u~ ovvero 
f P r o9, O,o, o,, situati sull'intersezione d lia coppia di piani generatori. Per- 
tanto abbiamo : 
La [C] } d, 5 ~ ordine e 5 ~ dasse; G' e G', sono raggi doppi di essa. 
H; ; . . . . .  La ' passa pez punt~ unit~ o , O,o , o,~, u , ,  u~, u 3. 
p, p,, p(o sono piani smgolarz della congruen:a. 
In P la curva della congruenz~a ~una r 3 razjonale di 3 ~ classe e 
4 ~ ordme, che tocca G' nez puntz (non unit 0 che questa ha in comnne cont~.  
In p(o ~ una I~ ') d~ 3 ~ classe e 4 ~ ordme , che tocca G[ nei punti 
(non unit 0 in cu~ essa sega la H '  3 . 
In F havvi un sistema oo' di rag D dopp~ di [C] inwluppanti una 
cornea r', (la conica generata dalle due punteggiate prolettwe G' G~), che 
contata due volte cosl~tuzsce la curva della congruenr~a d~ questo piano. 
1 punl~ fondamentali & P ,  P ' ,  p(o sono singolari per la [ C] : o 
ed o O) sono vertici d, corn cubzcz d~ genere uno appartenent~ alia con- 
i p p ,, ! 
' ' ' ' di corn quadric~; o , 06, 07, 08, 09, gruen~[a~ o I~ o~_~ 0,, 02~ 03~ 04 
Rend. Cwc. Matem., t. II, parte IL--Stampato il .05 maggto 1888. :4 
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Oltre i suindicati la [C] lwn ha alh'i punti singolari. 
Cib resuita da radii considerazioni suila costruzione geometrlca 
esposta in principio. 
I2. Denotando con F la superficie focale delia congruenza [C] 
ora studiata possiamo dire: 
La F b d~ 2o ~ ordme e 2o ~ dasse; i raggi della [ C] sono bitan- 
genti di essa; i punti u',, u'.., u~; ~ %o,' o,,' doppi comci. 
II piano P Ia tocca lungo la ,I,G,, (del 5 ~ ordme e 8 ~ classe) e la 
sega ulteriormente secondo la o. 6 (curva hmite) e la I" 3 (curva della con- 
gruenz~a). 
1l piano p(o la tocca lango la tr'G,, e la sega ulteriormente secondo 
la e Za o. 
II piano pr la tocca lungo la HI (di 5 ~ ordine e 12 "~ classe) e la 
sega uIteriormente secondo un luogo del IO ~ ordine che si scinde : nella 
conica t'~ contata due volte e nelle sei tangents dt essa che passano pet 
punh hz cui la f~6 interseca la G p, le quali passano altresl rispethvamente 
pei punti in cui .q~o sega G'~. 
13. Notiamo infine che la costruzione geometrica da noi esposta 
generalizzabile. 
Assumendo infatti in P e P' rispettivamente due fasci di curve 
r F (~) degli ordini ~ e v ed una rigata razionale S, d'ordme n, le 
di cui generamci siano riferite projettivamente agh elementi dei due 
fasci, le rette appoggiantesi alle terne d, curve corrispondenti generano 
un sistema oo', ii quale costruisce ira t piani P ,  P' una corrispon- 
denza [~, v]. 
Ed in ciascuno di questi piam i punti deI gruppo corrispondente 
ad un punto dell'altro sono allineati. 
Quando ~. = i la corrispondenza si ridurrebbe ad una ((PP')),,, 
Ie cui propriet:t potrebbero dedursl in modo affatto analogo a quello 
da noi tenuto. 
In quanto poi alia congruenza generata da questa corrispondenza 
multlpia, essa potrebbe ssere studiata o deducendo lesue propriet~ da e- 
nunciati generah analoghi a quelll da noi stabiliti per le [ C] o individuan- 
done in P' la rappresentazione piana. 
